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摘 要 对 任意 正 整数 m， 著名 的 F.Smarandache LOM 函数 SL(m) 定义 为 最 小 的 正 
整数 大, 使 得 兄 | [1,2,..…, 则 , 这 里 [1,2,. ,8] 表示 1,2,...,K 的 最 小 公 倍数 . 本 文 利用 
初等 方法 研究 张 文 鹏 在 他 所 著 的 《初等 数论 》 一 书 中 提出 的 一 个 包含 F.Smarandache 
LCM 函数 的 猜想 , 并 有 了 实质 性 进展 . 
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Abstract For any positive integer m, the famous 上 .Smarandache LCM function SZ(m) 
is defned as the smajllest positive integer K such that 即 | [1,2,...,8]， where [1,2,...,j] 
denotes the least common mnultiple of 1,2,..., 大 .The main purpose of this paper is to 
use using the elementary methods to study a conjecture involving the 了 .Smarandache 
ELCM function，which is proposed by Zhang Wenpeng in his book“PElementary Number 
Theory”, thus making some substantial progress for this conjecture， 
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1 引言 及 结论 


对 于 任意 正 整数 ww, 著名 的 F.Smarandache LCM 函数 SZ(n) 定义 为 最 小 的 正 整 数 , 使 得 
允 | [1 2,. ,时 ], 这 里 [1,2,.……,A] 表示 12……, 大 的 最 小 公 倍 数 ， 例 如 , 函数 SZ(n) 的 前 几 项 值 
依次 为 SL(D = 1，5L(2) = 2，5L(3) = 3，5SL(4) = 4 SL(5) = 5，SL(6) = 3，SL(7) = 7， 
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5SL(8) = 8,， SF(9) = 9, 9L(10) = 5 SL(D = 11, 8SL(12) = 4 5L(13) = 13，SL(G4) = 7， 
SZ(15) = 5 97(16) = 16,…….. 从 SZ(n) 的 定义 很 容易 推出 : 如 果 m = 281p22 …p2r 是 m 的 素 
因子 分 解 式 , 那么 
9Z(m) = Imax{pl: ，D2? 7 .2DF 
关于 3SZ(n) 的 一 些 性 质 , 很 多 学 者 进行 过 研究 , 并 且 得 到 了 一 系列 有 趣 的 结果 . 例如 , Murthy 在 
文 四 ] 中 证 明了 , 如 果 m 为 素数 , 则 有 SZ(n) = 3(m), 这 里 8S(n) 为 了 .Smarandache 函数 . 即 就 
是 Sn) = min{m :nm me N}. 同时 Murthy 四 还 提出 了 下 面 的 问题 : m 有 
SLm) 王 Sn)，9(m) 关 m? (1) 
Le Maohua 四 完全 解决 了 这 个 问题 , 并 证 明了 下 面 的 结论 : 
任何 满足 (1) 的 整数 可 表示 为 
有 一 12 或 者 见 = TD32 2D8rD， 
其 中 ppa,……,pr, 2D 是 不 同 的 素数 是 al, az,.… ,ar 是 满足 p > 18 = 1 2 .5r 的 正 整数 ， 
此 外 , Lv Zhongtian 印 研究 了 SZ(n) 的 均值 问题 , 证 明了 对 任意 给 定 的 正 整数 上 及 任意 实 
数 z > 2 有 渐 近 公式 
本 了 2 
>》 ,Sr(n) = 瑟 3 +o( 直 ) ? 


侯 艾 世 ln 7 


其 中 c (= 2,3,.….,K) 是 可 计算 的 常数 ， 
Ge Jian 回 中 还 研究 了 [SL(m) - 的 均 方差 分 布 , 获得 了 渐 近 公式 
》 [Sr(n) - 5(n)] = 3 .2 人 交 这 于 本 o( 二) 
Eee 2 本 本 lnzz lnk+lz 广 


其 中 6(s) 是 Riemann zetar 函数 , ci (= 1 2 ……, 台 ) 是 可 计算 的 常数 . 
现在 考虑 和 式 


1 
2 SF(d)， (2) 


其 中 alw 表示 m 的 所 有 正 因子 . 我 们 发 现 几乎 对 所 有 整数 ” > 1,， (2) 式 不 可 能 为 整数 . 张 文 
网 教授 在 他 所 著 的 《初等 数论 》 一 书 中 (参阅 文 [6]), 建议 研究 这 一 问题 . Wu Qibin 在 文 四 中 
证 明了 对 于 一 些 特 殊 整 数 ” 如 素数 的 方 赛 或 者 无 平方 因子 数 , (2) 式 不 可 能 为 整数 . 本 文 给 出 了 
(2) 式 为 整数 的 几 个 必要 条 件 , 通过 这 些 必 要 条 件 , 很 容易 推出 满足 (2) 式 为 整数 的 ”是 非常 稀 
少 的 . 这 样 进一步 说 明文 [6] 中 的 猜测 几乎 是 正确 的 , 甚至 有 下 面 更 确切 的 ， 

猜想 ”对 于 任意 正 整数 w 和 式 .(2) 为 整数 当 且 仅 当 ?= 1, 36. 

对 于 这 一 猜想 , 我 们 目前 虽然 不 能 证 明 它 , 但 对 它 的 正确 性 深信 不 疑 . 本 文 就 是 利用 初等 方 
法 研究 这 一 个 问题 , 并 给 出 (2) 式 为 整数 的 三 个 必要 条 件 , 即 就 是 证 明 下 面 三 个 结论 : 

定理 1 对 于 任意 整数 ” > 1, (2) 式 为 整数 的 必要 条 件 是 ”为 Square-full 数 ( 即 就 是 对 任 
意 素 数 p, 若 p|m 和 % 则 有 到 |m)， 

定理 2 ”对 任意 奇数 m” > 1,， (2) 式 为 整数 的 必要 条 件 是 mn” 为 Cubic-full 数 ( 即 就 是 对 任意 
素数 PP 若 plm 则 有 友 |m). 
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定理 3 对 任意 整数 m > 1 且 (",6) = 1 (2) 式 为 整数 的 必要 条 件 是 ”为 5-full 数 ( 即 就 是 
对 任意 素数 > 若 p|mw 则 有 殉 |m). 
2 定理 的 证 明 


这 一 部 分 将 直接 完成 定理 的 证 明 .， 首先 证 明定 理 1， 我 们 用 反 证 法 来 证 明 这 一 结论 ， 事 实 
上 , 假定 整数 ” > 1, 使 得 (2) 式 为 整数 且 m 不 是 Square-full 数 , 那么 在 ”的 标准 分 解 式 ”= 
2 2p22 …D8。 中 , 至 少 含有 一 个 素数 记 其 方 蹇 为 ui = 1 所 以 (于 ,) = 1. 于 是 有 


乞 吏 呵 末 各 可 2 0 二 


I 

2 1 十 本 3 

也 5 全 人 色 SF(d) (3) 
SLd)<pi 5SL(d>mi 


在 六 的 标准 分 解 式 六 = ma = 只 品 … 的 2 中 , 假定 旋 是 最 大 的 非 负 整数 , 使 得 9 < pi 
7=12...)s5-1. 取 0=minf0i, ?hy. 现在 我 们 计算 和 式 


1 
d| 至 
SL(dJ<pi 
显然 若 SZ(uw) < Pi So) < Pi (wov) = 1 则 由 函数 9SZ(n) 的 性 质 知 55(uwv) < i， 于 是 由 
5 的 定义 可 知 对 任意 d|@ 蝇 gg 有 SF(d) < pi 而 且 对 任意 d|, 若 SI(d) < pi 则 
d| 9 q22 . 0 于 是 可 得 
二 (4) 
应 d| 严 各 dg51g52 .gl 攻 
SL(dj<m 


Re 
“于 苛 2 3 


过 | ?1 amni1 
SL(d)<pi SL(d)>pi 
2 元 (位 +)(ie 二 ID (6。 1 十 1) 十 乞 南 吉 (5) 


有 
在 (5) 式 中 , 由 假设 盖 sj。 5 为 整数 , 当 dmni 时 ， 姨 坷 显然 是 整数 , 从 而 
亏 5 本 及 隘 5 


也 必 为 整数 . 于 是 可 以 推出 (5) 式 中 剩 下 的 一 项 
尼 (6a +1)(5 二 1.…(5。 1 十 
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必 为 整数 . 再 由 于 (ni,m) = 1 所 以 上 式 中 至 少 有 一 项 满足 mil(6 二 1) 则 5 之 六 一 1. 由 此 及 5 
的 定义 不 难看 出 Ps > @7 > 咯 一 . 矛盾 . 因为 对 任意 两 个 不 同 的 素数 p 及 不 可 能 有 p > @z-1， 
所 以 当 m > 1 且 (2) 式 为 整数 时 , m” 一 定 是 一 个 Square-full 数 . 于 是 完成 了 定理 1 的 证 明 . 

顺便 指出 , n = 36, 使 得 (2) 式 为 整数 , 它 也 是 一 个 Square-full 数 , 现在 我 们 证 明定 理 2. 还 
是 用 反 证 法 . 假定 奇数 ” > 1 为 Square-full 数 满足 (2) 式 , 但 是 ” 不 是 Cubic-ful 数 , 则 在 
的 标准 分 解 式 中 至 少 有 一 个 素 因 子 其 方 守 为 2 不妨 设 m = m22 = 友 .08 .D22 DA， 其 中 
(p， ml ) 三: 二 于 是 


1 maD apD mp 
2 SI 全 379 + 六 死 ( 呵 ( 呵 “入 可 全 (0 
振 _7ID 71D 志 
区 3S7( 人 ( 呵 ” 2 1+ 2 歼 亲 
< SL(d)>p2 
同样 设 是 最 大 的 非 负 整 数 , 使 得 py < 2i = 1 2 取 5 = minfaz mi}, 则 容易 计算 出 : 
六 1=(0 +1 (6 二 1 (os 十 1 


过 | 人 多 1 
SL(d)<p2 


于 是 由 (6) 式 可 得 
?ID _2ID 人 1 也 了 1 了 
和 55( 厅 一 六 可 何 57(O 六 死 呵 57( 记 5 
SZL(d)>p2 


+ 二 (全 十 ] (全 十 了 (你 十 ] (7) 


“与 定理 1 的 证 明 过 程 相似 , 通过 分 析 可 得 (7) 式 中 p 至 少 整除 乘积 (9 + 1) (9 DJ)…( 交 十 1) 
中 的 某 一 项 , 不 妨 设 p| 6; + 1. 于 是 于 >Dp 一 1. 从 而 推出 22 > 1 > 到 矛盾 . 因为 ”为 奇数 ， 
所 以 对 任意 两 个 奇 素数 p 和 9, 不 可 能 有 2 > qz-!. 因此 若 奇 数 > 1 满足 (2) 式 为 整数 , 则 
一 定 是 一 个 Cubic-full 数 , 于 是 证 明了 定理 2. 
定理 3 的 证 明 与 定理 2 相同 , 利用 反 证 法 可 推出 当 站 > 1 且 (n,6) = 1 时, 若 m, 使 得 (2) 式 
为 整数 , 则 存在 p|n，P lm, 使 得 玉 > 吏 - 显然 (mn,6) = 1 时 这 是 不 可 能 的 , 从 而 推出 定理 3. 
于 是 完成 了 定理 的 证 明 . 
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